Тема № 6. «Иррациональные уравнения»

I. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МАТЕРИАЛ

Уравнение 
[image: image1.png]f(x)=g(x)



 называется иррациональным, если оба выражения [image: image2.png]f(x)



 и [image: image3.png]


 являются алгебраическими, причем, по крайней мере, одно из них иррационально. Так, уравнения

[image: image4.png]+33¥x=2,Yx—2x(x+ 1) = 17 + x + 3%%,




[image: image5.png]1
JaZ — (2x+8)% =5 — x%,3 + xZ + 2x3 — 8x = 5%,




[image: image6.png]



являются иррациональными в отличие от уравнений

[image: image7.png]VEx? +x—3=0,lgVx+1-2=x




[image: image8.png]gV~ /-
5 4 gVa+s





первое из которых квадратное, второе и третье трансцендентные.

Иррациональные уравнения рассматриваются над полем действительных чисел.

При решении иррациональных уравнений, как правило, проверка найденных корней необходима. В зависимости от вида найденных корней (простые или сложные), а так же в зависимости от способа решения уравнения может быть выбран тот или иной способ проверки.

При решении иррациональных уравнений особенно часто используются метод возведения обеих частей уравнения в одну и ту же степень и метод введения вспомогательных переменных.

II. Практический материал

Примеры выполнения заданий
Пример 1. Решите уравнение [image: image9.png]VxZ+5x+5=x+2



.

Решение.

Возведем обе части уравнения в квадрат:

[image: image10.png]x?+5x+5=x>+4x+4



.

После преобразований получим [image: image11.png]


. Проверим, является ли число [image: image12.png]


 корнем исходного уравнения:

[image: image13.png]—DF+5-(-D+5=-1+2y1=





Последнее равенство верно, следовательно, [image: image14.png]


 – искомый корень.

Ответ: [image: image15.png]


.

Пример 2. Решите уравнение [image: image16.png]x—3=+5-x



.

Решение. 

[image: image17.png]



Проверка. [image: image18.png]


 – равенство неверно, значит, 1 – не корень.

[image: image19.png]


 – равенство верно, значит, 4 – корень.

Ответ: 4.

Пример 3. Решите уравнение [image: image20.png]VX—1++2x+6=6




Решение.

Возведя обе части уравнения в квадрат, получим

[image: image21.png]—1+2/(x—D(2x +6) +2x+6 =36





и далее

[image: image22.png]242x% +4x— 6 = —3x + 31




После возведения в квадрат обеих частей последнего уравнения получим

[image: image23.png]8x%+ 16x—24 =

186x + 961,




Проверка. Найденные корни несложно проверить непосредственно подстановкой в заданное уравнение:

1) [image: image24.png]V5—1++2-5+6 =6,




2) [image: image25.png]V197 —1++2-197+6 # 6.




Таким образом, [image: image26.png]


 является корнем заданного уравнения, а 

[image: image27.png]x, = 197



 – посторонний корень.

Ответ: [image: image28.png]


.

Пример 4. Решите уравнение

[image: image29.png]ViZ+x—5+Vx2+8x—4=5.







(1)

Решение.

Преобразуем уравнение к виду

[image: image30.png]Vx?+x—5=5—x?+8x—4




и возведем обе части полученного уравнения в квадрат:

[image: image31.png]x2+x—5

5—-10

x2+8x—4+x2+8x—4




Уединим радикал

[image: image32.png]10vVx2 +8x — 4 =T7x + 26








(2)
И возведем в квадрат обе части уравнения (2):

[image: image33.png]100(x* +8x — 4) = (7x + 26)°




Из последнего уравнения находим: [image: image34.png]


.

Проверка. Первый из найденных корней нетрудно проверить подстановкой в исходное уравнение. Такая проверка показывает, что [image: image35.png]


 – корень уравнения (1). Попытка проверить таким же способом второй корень приводит к громоздким вычислениям. Можно, однако, поступить по-другому. Выясним, может ли [image: image36.png]


 удовлетворять уравнению (2). Замечаем, что при этом значении [image: image37.png]


 левая часть уравнения (2) неотрицательна, а правая часть отрицательна. Значит, [image: image38.png]


 не является корнем уравнения (2). Но уравнение (2) – следствие уравнения (1), тогда, тем более, [image: image39.png]


 не является корнем уравнения (1).

Итак, заданное уравнение имеет единственное решение [image: image40.png]


.

Ответ: [image: image41.png]


.

Пример 5. Решите уравнение [image: image42.png]Vx+1-3V2x— 2,




Решение.

Уединив [image: image43.png]


, получим:

[image: image44.png]2x—6

Vx+1-2.




Возведем в куб обе части уравнения:

[image: image45.png]2x—6=(+DVx+1-6(x+1)+12Vx+1-8.




После приведения подобных членов и уединения квадратного радикала получаем уравнение

[image: image46.png](x+13)Vx+1=8(x+1),




откуда

[image: image47.png](x+13)*(x+1) =64(x+1)*




и далее

[image: image48.png](x+D((x+13)? —64(x + 1)) =





или

[image: image49.png](x+1)(x* —38x+105)





Таким образом, задача сводится к решению следующей совокупности:

[image: image50.png]x+1=0; x*—38x+105=0,




откуда находим: [image: image51.png]x; =—1,x, =3,x; =35



.

Проверка. Подстановкой найденных решений в заданное уравнение убеждаемся, что все они ему удовлетворяют. Таким образом,

 [image: image52.png]x; =—-1,x,=3,x; =35



 – корни исходного уравнения.

Ответ: [image: image53.png]x; =—-1,x,=3,x; =35



.

Пример 6. Решите уравнение [image: image54.png]5x+16—3Yx2—5x+20=0



.
Решение.

Пусть [image: image55.png]+ 5x+20=y,y=0,T




[image: image56.png]( X2 —5x+ 3
20) =y?a-5
x+20 =y?




[image: image57.png]


 получим систему:

[image: image58.png]



[image: image59.png]=)



.
[image: image60.png]5x+20=16,x2—-5x+4=0,x,=1,x,

4




Ответ: [image: image61.png]


.

Задания для самостоятельной работы

Решите уравнения:

1. [image: image62.png]V3x+4

X




2. [image: image63.png]



3. [image: image64.png]



4. [image: image65.png]Vi+3x=1-x




5. [image: image66.png]



6. [image: image67.png]Vi+3x=x-1




7. [image: image68.png]V6 —4x—x?=x+4




8. [image: image69.png]



9. [image: image70.png]




10. [image: image71.png]64






11. [image: image72.png]V2x2 —14x+21+4





12. [image: image73.png]—V2x?—-9x+5=3





13. [image: image74.png]V15x2 +2x+8+4x=0




14. [image: image75.png]3Wx+3—-vx-2=7




15. [image: image76.png]Vi—1++42—-x=3




16. [image: image77.png]Vox—1+¥x—-1=1




17. [image: image78.png]VX+1-+v9—x=+2x—12




18. [image: image79.png]V2x+5++/5x+6 =/12x+ 25




19. [image: image80.png]Y9—6x+x2-3¥3—x—





Ответы

1. 4. 2. нет решений. 3. 1. 4. 0;5. 5. 3. 6. 5. 7. -1. 8. 0;2. 9. -3. 10. -4. 

11. 5. 12. 4. 13. -2. 14. 6. 15. нет решений. 17. 8. 18. 2. 19. [image: image81.png]
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