Тема № 3. 

Рациональные уравнения

I. Теоретический материал

Основные понятия

1. Понятие уравнения и его решения.

2. Свойства равносильных уравнений.

3. Линейное уравнение и его решение.

4. Квадратное уравнение и его решение. Частные виды квадратных уравнений.

5. Дробное уравнение и его решение.

6. Уравнения высших порядков и их решение.

Равенство с переменной 
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 называется уравнением с одной переменной. 

Например: 
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Всякое значение переменной, при котором выражения 
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 принимают равные числовые значения, называется корнем уравнения.

Например: 22 является корнем уравнения 
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Решить уравнение – это значит найти все его корни или доказать, что их нет. 

Два уравнения относительно одной и той же неизвестной называются равносильными, если  имеют одни и те же корни. Уравнения, не имеющие корней, считаются равносильными.

Например: уравнения 
[image: image8.wmf]0
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 равносильны.

Для решения уравнений применяются свойства:

1. Если обе части уравнения умножить или разделить на одно и то же число, отличное от нуля, то получится уравнение, равносильное данному.

2. Если какое-нибудь слагаемое перенести из одной части уравнения в другую, поменяв при этом знак на противоположный, то получается уравнение, равносильное данному.

Уравнение вида 
[image: image10.wmf]b
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 называется линейным уравнением с одной переменной. Число a называется коэффициентом при переменной, число b – свободным членом.

Например: 
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Если 
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, то решением уравнения 
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 является любое действительное число.

Если 
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 не имеет решения.

Если 
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 имеет единственный корень 
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Все уравнения, сводимые к линейным, можно решать по следующему алгоритму:

1. Раскрыть скобки (если они есть).

2. Перенести слагаемые с переменной в левую часть, слагаемые без переменной – в правую.

3. Привести подобные слагаемые.

4. Разделить число из правой части на числовой коэффициент при переменной.

Пример 1. Решить уравнение  
[image: image25.wmf])
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Решение. 

1. Раскроем скобки: 
[image: image26.wmf]3

6

4

12

20

15

-

-

=

+

-

х

х

х

.

2. Перенесем слагаемые с переменной в левую часть, слагаемые без переменной – в правую: 
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3. Приведем подобные слагаемые: 
[image: image28.wmf]21
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4. Разделим число из правой части на числовой коэффициент при переменной: 
[image: image29.wmf]33
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Ответ: 
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Уравнение вида 
[image: image32.wmf]0
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, где a, b, c – действительные числа, причем 
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, называется квадратным уравнением.

Например: 
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Корни квадратного уравнения находятся по формуле: 
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. При этом D называется дискриминантом.

Если 
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, то уравнение не имеет действительных корней.

Если 
[image: image39.wmf]0

=

D

, то уравнение имеет один действительный корень.

Если 
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, то уравнение имеет два действительных корня.

Пример 2. Найти корни уравнения 
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Решение. Вычислим дискриминант 
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Так как 
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, то уравнение имеет два действительных корня:
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Ответ: корнями квадратного уравнения 
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 являются действительные числа 
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Частные виды квадратных уравнений

1. Приведённое квадратное уравнение. При 
[image: image49.wmf]1
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 квадратное уравнение называется приведённым. При всех остальных значениях a – неприведённым.

Например: уравнение 
[image: image50.wmf]0
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Формула для нахождения корней приведенного квадратного уравнения:
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2. Уравнение с «чётным коэффициентом при x». Если в квадратном уравнении коэффициент при x имеет вид 
[image: image52.wmf]k
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[image: image53.wmf]a

ac

k

k

x

-

±

-

=

2

.

Квадратное уравнение вида 
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 называют полным квадратным уравнением. Существуют два вида неполных квадратных уравнений.

1. Если 
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2. Если 
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=

c

, то уравнение принимает вид: 
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Для приведенного квадратного уравнения, имеющего действительные корни выполняется теорема Виета: если приведённое квадратное уравнение 
[image: image62.wmf]0
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 имеет действительные корни, то сумма их равна коэффициенту при x, взятому с противоположным знаком, а произведение – свободному члену этого уравнения:
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Пример 2. Найдем корни уравнения 
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 и проверим выполнение теоремы Виета.

Решение. 
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Часто применяется теорема, обратная теореме Виета: если существуют действительные числа 
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, то эти числа являются корнями приведенного квадратного уравнения 
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Уравнения содержащие дробь с переменной в знаменателе называются дробными уравнениями.

Например: 
[image: image75.wmf](
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Для нахождения корней дробного уравнения выполняются преобразования, при которых каждое следующее уравнение равносильно предыдущему. Задача преобразований – привести уравнение к виду: дробь равна нулю. Далее используется свойство: дробь равна нулю тогда и только тогда, когда числитель равен нулю, а знаменатель не равен нулю. При этом корни уравнения стоящего в числителе, приравнивающие знаменатель к нулю, исключаем как лишние корни.

Пример 3. Найдем корни уравнения 
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Решение. 
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Корни числителя 5 и –5, но при 
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 знаменатель равен нулю. Значит 
–5 не является корнем уравнения. 

Ответ: 
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Уравнение вида 
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, где a, b, c – действительные числа и 
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 называется биквадратным уравнением. 

Например: уравнение 
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 – биквадратное уравнение. 

Решение при замене переменной сводится к решению квадратного уравнения.

Пример 4. Решить уравнение 
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Решение. Заменим переменную 
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Решим уравнение: 
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Учитывая, что 
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Ответ: –1, 1.

Способом замены переменной решаются уравнения вида 
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Способ замены переменной применяют и к уравнениям следующего типа: 
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)

(

)

0

120

3

2

3

2

2

2

=

-

+

×

+

+

x

x

x

x

 (замена – 
[image: image99.wmf]t

x

x

=

+

3

2

).

Пример 5. Решить уравнение 
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Решение. 

Пусть 
[image: image101.wmf]t

x

x

=

-

5

2

, тогда 
[image: image102.wmf](

)

0

24

10

=

+

+

×

t

t

.


[image: image103.wmf]0

24

10

2

=

+

+

t

t

, 
[image: image104.wmf]4

96

100

24

1

4

10

2

=

-

=

×

×

-

=

D

, 
[image: image105.wmf]0

>

D

 – 2 корня. 


[image: image106.wmf]2

2

10

1

2

4

10

±

-

=

×

±

-

=

t

, 
[image: image107.wmf]6

1

-

=

t

 и 
[image: image108.wmf]4

2

-

=

t

. 

Возвращаясь к замене, получаем два уравнения: 
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Решая их, получаем следующие корни: 
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Ответ: 1; 2; 3; 4.

II. Практический материал

Задания для самостоятельной работы

1. Решить уравнения: 

а) 
[image: image115.wmf](
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б) 
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Ответы: а) –9; б) –8; в) 2; г) 3.

2. Решить уравнения: 

а) 
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Ответы: а) 9; б) 4; в) –9; г) 16.

3. Решить уравнения: 

а) 
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б) 
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в) 
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Ответы: а) –1 и 
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4. Решить уравнения:

а) 
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в) 
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Ответы: а) 6 и 2; б) 6 и –2; в) –5 и 3; г) –6 и 2.

5. Решить уравнения:

а) 
[image: image133.wmf](
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Ответы: а) –0,75 и 1,25; б) 0,75 и –1,25; в) –2 и 2; г) –3 и 3.

6. Решить уравнения:

а) 
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Ответы; а) –3; 3; 
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7. Решить уравнения:

а) 
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б) 
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в) 
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Ответы: а) –6; –5; 1; 2; б) 1; 2; 3; 4; в) –1; 1; 2; 4; г) –5; –3; 3; 1.

8. Решить уравнения:

а) 
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Ответы: а) –2; –1,5; 0; 2; б) –3; 0; 2,5; 3; в) –1; 0,5; г) 2; 7.
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